Exo7

Espaces vectoriels de dimension finie

1 Base

Exercice 1

1. Montrer que les vecteurs vi = (0,1,1), v = (1,0,1) et v = (1, 1,0) forment une base de R>. Trouver les
composantes du vecteur w = (1,1, 1) dans cette base (vi,va,v3).

2. Montrer que les vecteurs vi = (1,1,1), v, = (—1,1,0) et v3 = (1,0, —1) forment une base de R?. Trouver
les composantes du vecteur e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) et w = (1,2,—3) dans cette base
(v1,v2,3).

3. Dans R?, donner un exemple de famille libre qui n’est pas génératrice.

4. Dans R?, donner un exemple de famille génératrice qui n’est pas libre.

Indication Vv Correction V Vidéo W [000981]

Exercice 2

Dans R* on considére I’ensemble E des vecteurs (x1,%x2,x3,x4) vérifiant x; +x, +x3 +x4 = 0. L’ensemble E
est-il un sous-espace vectoriel de R* ? Si oui, en donner une base.
Indication Vv Correction V¥ Vidéeo A [000901]

Exercice 3
Déterminer pour quelles valeurs de ¢ € R les vecteurs

{(1,0,1),(1,1,1),(¢,0,1) }

forment une base de R3.
Indication V¥ Correction ¥ Vidéo N [000996]

Exercice 4

1. Montrer que les vecteurs vi = (1,—1,i), v, = (—1,i,1), v3 = (i,1,—1) forment une base de C°.
2. Calculer les coordonnées de v = (1+1i,1 —1i,i) dans cette base.

Indication V Correction V¥ Vidéo A [001006]

Exercice 5

1. Soit E = R,[X] I’espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a n. Montrer que toute famille
de polynémes {Py,Py,...,B,} avec deg P, =i (pour i = 0, 1,...,n) forme une base de E.

2. Ecrire le polyndme F = 3X — X2 4 8X? sous la forme F = a+b(1 — X) + ¢(X — X?) +d(X*> — X?3)
(a,b,c,d €R) puis souslaforme F = a+B(1+X)+y(1+X +X*)+8(1+X +X>+X3) (a,B,7,8 €R).

Indication Vv Correction V¥ Vidéo H [000992]



http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=vlr-D0jhb-Q
http://www.youtube.com/watch?v=A-ieYnIs2KA
http://www.youtube.com/watch?v=Pmhg9aR10aA
http://www.youtube.com/watch?v=G-Xa2ZmQUwQ
http://www.youtube.com/watch?v=FZf39lWtpZw

2 Dimension

Exercice 6

Soit E est un espace vectoriel de dimension finie et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :
dim(F + G) = dimF 4+ dim G —dim(F N G).

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo A [001015]

Exercice 7

On considere, dans R?, les vecteurs :
vi=(1,2,3,4), v, =(1,1,1,3), vi=(2,1,1,1), vs=(—1,0,—1,2), vs=1(2,3,0,1).

Soit F I’espace vectoriel engendré par {v;,v,v3} et soit G celui engendré par {v4,vs}. Calculer les dimensions
respectivesde F, G, FNG, F+G.
Indication V¥ Correction ¥ Vidéo W [001019]

Exercice 8

Montrer que tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie est de dimension finie.
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [001016]



http://www.youtube.com/watch?v=dSfb2GXKgeU
http://www.youtube.com/watch?v=mHpyqFvkVLI
http://www.youtube.com/watch?v=QdZN5i_YucI

Indication pour ’exercice 1 A

Etre une base, c’est étre libre et génératrice. Chacune de ces conditions se vérifie par un systeme linéaire.

Indication pour I’exercice 2 A

E est un sous-espace vectoriel de R*. Une base comporte trois vecteurs.

Indication pour I’exercice 3 A

C’est une base pour t # +1.

Indication pour I’exercice 4 A

Il n’y a aucune difficulté. C’est comme dans R? sauf qu’ici les coefficients sont des nombres complexes.

Indication pour I’exercice 5 A

Il suffit de montrer que la famille est libre (pourquoi ?). Prendre ensuite une combinaison linéaire nulle et
regarder le terme de plus haut degré.

Indication pour I’exercice 6 A

Partir d’une base (ey,...,ex) de FNG et la compléter par des vecteurs (f1,..., fr) en une base de F. Repartir de
(e1,...,ex) pour la compléter par des vecteurs (g1, ..., gn,) en une base de G. Montrer que (ey, ..., ek, fi,-.-, f,81,
est une base de F' + G.

Indication pour ’exercice 7 A

Calculer d’abord les dimensions de F et G. Pour celles de F NG et F + G servez-vous de la formule dim(F +
G) =dimF +dimG — dim(F NG).

Indication pour ’exercice 8 A

On peut utiliser des familles libres.

s 8m)



Correction de ’exercice 1 A

1. Pour montrer que la famille {v;,v2,v3} est une base nous allons montrer que cette famille est libre et
génératrice.

(a) Montrons que la famille {v;,v,,v3} est libre. Soit une combinaison linéaire nulle av| +bv, +cv3 =
0, nous devons montrer qu’alors les coefficients a, b, ¢ sont nuls. Ici le vecteur nul est 0 = (0,0,0)

avi +bvy +cv3 = (0,0,0)
= a(0,1,1)+5(1,0,1)+¢(1,1,0) = (0,0,0)
<= (b+c,a+c,a+b)=(0,0,0)

b+c=0 a=0
<~ a+c=0 <~ b=0
at+b=0 c=0

Ainsi les coefficients vérifient a = b = ¢ = 0, cela prouve que la famille est libre.

(b) Montrons que la famille {v;,v2,v3} est génératrice. Pour n’importe quel vecteur v = (x,y,z) de R
on doit trouver a,b,c € R tels que avy + bvy +cvy =v.

avi+bvy+cvy=v
<= a(0,1,1)+5(1,0,1)4+¢(1,1,0) = (x,y,2)
< (b+c,a+c,a+b)=(x,y,z)

b+c=x b+c=x (L))
> qat+c=y (L) <<= {atc=y
a+b=z (L3) b—c=z—y (L})=(L3—Ls)
2b=x+z—-y (Lj+L}) a=3(—x+y+z)
& qa+tc=y = {b=3J(x—y+2)
2c=x—(z—y) (L}-Lj) c=1(x+y-2)

Poura=1(—x+y+z),b=3(x—y+2z), c=3(x+y—2z) nous avons donc la relation av| + bv, +
cvz = (x,y,z) = v. Donc la famille {v;,v2,v3} est génératrice.

(c) La famille est libre et génératrice donc c’est une base.

(d) Pour écrire w = (1,1,1) dans la base (v,v2,v3) on peut résoudre le systtme correspondant a la
relation av; + bvy 4+ cvs = w. Mais en fait nous 1’avons déja résolu pour tout vecteur (x,y,z), en
particulier pour le vecteur (1,1,1) la solution est a = % b= %, c= % Autrement dit %vl + %vz +

3v3 =w. Les coordonnées de w dans la base (vi,v,,v3) sont donc (3,3, 3).

2. Pour montrer que la famille est libre et génératrice les calculs sont similaires a ceux de la question

précédente. Notons Z la base (vi,va,v3).

Exprimons ensuite e; dans cette base, les calculs donnent : e; = %vl — %vz + %V3. Ses coordonnées dans

la base 4 sont (§,—13, %).
ey = %vl + %vz + %V3. Ses coordonnées dans % sont ( ,%, %)
e3= %vl — %vz - %V3. Ses coordonnées dans % sont (%, —%, —%)

W=

Les calculs sont ensuite terminés, on remarque que w = (1,2, —3) vaut en fait w = e; + 2e, — 3e3 donc
par nos calculs précédents w = %vl — %V2 + %V3 —1—2(%\/1 + %vz + %V3) — 3(%\11 — %vz — %V3) =2vy +3v3.
Les coordonnées de w dans 4 sont (0,2,3).



3. Par exemple la famille {(1,0,0),(0,1,0)} est libre dans R* mais pas génératrice.

4. La famille {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} est génératrice dans R® mais pas libre.

Correction de I’exercice 2 A

1. On vérifie les propriétés qui font de E un sous-espace vectoriel de R? :

(a) ’origine (0,0,0,0) est dans E,

(b) siv=(x1,x2,x3,x4) € E etV = (x},x5,x5,x)) € E alors v+V = (x] +x},x +x5,x3 + x5, x4 +x)) a
des coordonnées qui vérifient I’équation et donc v+V' € E.

(c) siv=(x1,x2,x3,x4) € E et A € R alors les coordonnées de A -v = (Ax;,Axp, Ax3,Axq) Vérifient
I’équation et donc A -v € E.

2. 11 faut trouver une famille libre de vecteurs qui engendrent E. Comme E est dans R*, il y aura moins de
4 vecteurs dans cette famille. On prend un vecteur de E (au hasard), par exemple v; = (1,—1,0,0). 1l
est bien clair que v; n’engendre pas tout £, on cherche donc un vecteur v, linéairement indépendant de
v1, prenons v, = (1,0,—1,0). Alors {v;,v,} n’engendrent pas tout E ; par exemple v3 = (1,0,0,—1) est
dans E mais n’est pas engendré par v; et v,. Montrons que (v, vz,v3) est une base de E.

(a) (vi,v2,v3) est une famille libre. En effet soient a,f,7 € R tels que vy + vy + yv3 = 0. Nous
obtenons donc :

oavi+Pva+yvi=0

] 1 1 0
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a+B+y =0
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=
y; -0
-y —

=aa=0,=0,y=0

Donc la famille est libre.

(b) Montrons que la famille est génératrice : soit v = (x1,x2,x3,x4) € E. 1l faut écrire v comme
combinaison linéaire de vy, v, v3. On peut résoudre un systeéme comme ci-dessus (mais avec second
membre) en cherchant «, B, v tels que avy + Bv, + yv3 = v. On obtient que v = —xpv; — X3V) — X4V4
(on utilise x| +x2 +x3 +x4 = 0).

Bien siir vous pouvez choisir d’autres vecteurs de base (la seule chose qui reste indépendante des choix
est le nombre de vecteurs dans une base : ici 3).

Correction de I’exercice 3 A

Quand le nombre de vecteurs égal la dimension de 1’espace nous avons les équivalences, entre étre une famille
libre et étre une famille génératrice et donc aussi étre une base.

Trois vecteurs dans R3 forment donc une base si et seulement s’ils forment une famille libre. Vérifions quand
c’est le cas.




a(1,0,1) +b(1,1,1) +¢(2,0,1) = (0,0,0)
<= (a+b+tc,b,at +bt+c) = (0,0,0)

a+b+tc=0 b=0

< <{b=0 <~ qa+tc=0
at+bt+c=0 at+c=0
b=0 b=0

= Ja=—tc = {a=—tc
(—tc)t+c=0 (t*~1)c=0

Premier cas : sit # 41. Alors > — 1 # 0 et donc la seule solution du systéme est (a = 0,b = 0,c = 0). Dans ce
cas la famille est libre et est donc aussi une base.

Deuxieéme cas : sit = 41. Alors la derniere ligne du systéme disparait et il existe des solutions non triviales
(par exemple siz =1, (a = 1,b = 0,c = —1) est une solution). La famille n’est pas libre et n’est donc pas une
base.

Correction de I’exercice 4 A

1. C’est bien une base. Comme nous avons trois vecteurs et nous souhaitons montrer qu’ils forment un
base d’un espace vectoriel de dimension 3, il suffit de montrer que soit la famille est libre, soit elle est
génératrice (ces conditions sont équivalentes pour n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 7).

Il est plus simple de montrer que la famille est libre. Soit une combinaison linéaire nulle av| +bvy +-cv3 =
0 il faut montrer que a = b = ¢ = 0. Mais attention ici le corps de base est K = C donc a, b, c sont des
nombres complexes.

avi+bva+cv3; =0
< a(l,—1,i)+b(—1,i,1)+c(i,1,—1) = (0,0,0)
< (a—b+ic,—a+ib+c,ia+b—c)=(0,0,0)

a—b+ic=0
<~ < —a+ib+c=0
ia+b—c=0

<= --- onrésout le systeme

<—a=0,b=0,c=0

La famille (v;,v,v3) est libre, donc aussi génératrice ; c’est donc une base de C3.
2. On cherche a,b,c € C tels que av; 4+ bvy + cv3 = v. 1l s’agit donc de résoudre le systéme :
a—b+ic=1+i

—a+ib+c=1—i
ia+b—c=1i

On trouve a = 0, b = 3(1 —i), ¢ = 3(1 — 3i). Nous avons donc v = $(1 —i)vo + (1 — 3i)v3 et ainsi les
coordonnées de v dans la base (vi,v2,v3) sont (0, 1(1—1i), 3(1—3i)).



Correction de ’exercice 5 A

1. Tout d’abord la famille {Py, Py, Ps,...,P,} contient n+ 1 vecteurs dans I’espace E = R, [X] de dimension
n+ 1. Ici un vecteur est un polyndme : Py est un polyndme constant non nul, P; est un polyndme de degré
exactement 1,... Rappelons que lorsque le nombre de vecteurs égal la dimension de I’espace nous avons
les équivalences, entre étre une famille libre et étre une famille génératrice et donc aussi étre une base.

Nous allons donc montrer que {Fp, Py, ..., P, } est une famille libre. Soit une combinaison linéaire nulle :

APy + AP+ -+ AP, = 0.

Introduisons I’hypothese concernant les degrés : degPy =0, degP; =1, ..., deg P, = n. Définissons le
polyndéme P(X) = APy + AP+ -+ A, P,.

Nous allons montrer successivement A, = 0 puis A,_; =0,..., 4o =0.

Par I’absurde supposons A,, # 0 et écrivons P, (X) = a,X" +a, 1 X"~ ' +---4+a1X +ag, comme deg P, (X) =
n alors a, # 0. Maintenant P(X) est aussi un polyndme de degré exactement n qui s’ écrit

P(X) = A, -a,- X" +termes de plus bas degré

La combinaison linéaire nulle implique que P(X) = 0 (le polyndme nul). Donc en identifiant les coefficients
devant X" on obtient A4, - a, = 0 On obtient a, = 0 ou A,, = 0. Ce qui est une contradiction. Conclusion

Ay =0.

Maintenant la combinaison linéaire nulle s’ écrit AgPy + AP +- - -+ A,_1P,—1 = 0. Par récurrence descendante
ontrouve A, 1 =0, ..., jusqu’a Ay = 0.

Bilan: 49 =0, ..., A4, = 0 donc la famille {Py,P,,...,P,} est libre, elle donc aussi génératrice ; ainsi
{Py,P1,...,P,} estune base de E = R,[X].

Un point que nous avons utilisé et qu’il est peut-€tre utile de détailler est le suivant : si un polyndme égal

le polynéme nul alors tous ces coefficients sont nul.

Voici une justification : écrivons a,X" +a,1 X" "+ +a1X +aog = 0 et divisons par X" :

ap—1  dp-2 ay ao
an+7+?+'“+xn71 +ﬁ =0
Lorsque I’on fait tendre X vers oo alors le terme de gauche tend vers a, et celui de droite vaut 0 donc
par unicité de la limite @, = 0. On fait ensuite une récurrence descendante pour prouver a,_1 =0,...,

ap = 0.

Une conséquence est que si deux polyndmes sont égaux alors leurs coefficients sont égaux. Et une autre
formulation est de dire que {1,X,X2,...,X"} est une base de R,[X].

2. Ontrouve a=10,b= —10,c = —7,d = —8. Puis . = —3,f =4,y=—9,8 = 8.

Correction de I’exercice 6 A

1. FNG est un sous-espace vectoriel de E donc est de dimension finie. Soit (ey,...,ex) une base de FNG
avec k =dimF NG.

(e1,...,ex) est une famille libre dans F donc on peut la compléter en une base de F' par le théoréme de la
base incompléte. Soient donc (fi, ..., fr) des vecteurs de F tels que (e, ... ek, f1,...,f¢) soit une base
de F. Nous savons que k+ ¢ = dim F. Remarquons que les vecteurs f; sont dans F \ G (car ils sont dans
F mais pas dans F N G).

Nous repartons de la famille (ey,...,e;) mais cette fois nous la complétons en une base de G : soit
donc (g1,...,gm) des vecteurs de G tels que (ey,...,e,&1,--.,&n) soit une base de G. Nous savons que
k+m = dim G. Remarquons que cette fois les vecteurs g; sont dans G \ F.



2. Montrons que Z = (ey,...,ek, f1y---,ft,81,---,8m) €st une base de F + G.

C’est une famille génératrice car F = Vect(ey, ..., ek, f1,- .., fr) C Vect(A) et G = Vect(ey, ... ek, 81,---,8m) C
Vect(#). Donc F + G C Vect(A).

C’est une famille libre : en effet soit une combinaison linéaire nulle
aiey+--+aery  + bifi+-+bife + gt t+ceugm=0.

Notons e =aje;+...+arex, f =b1fi+---+befr, g =ci181+ -+ cmgm. Donc la combinaison linéaire
devient :
e+ f+g=0.

Donc g = —e— f, or e et f sont dans F donc g appartient a F'. Or les vecteurs g; ne sont pas dans F. Donc
g=c181+ -+ cmgm est nécessairement le vecteur nul. Nous obtenons ¢1g + - -+ ¢;u€n = 0 c’est donc
une combinaison linéaire nulle pour la famille libre (gi,...,g,). Donc tous les coefficients cy,...,cp
sont nuls.

Le reste de I’équation devient aje; + - +ager +b1fi +---+befe =0, or (e1,...,ex, f1,---,fr) est une
base de F' donc tous les coefficients ay,...,a,by,...,by sont nuls.

Bilan : tous les coefficients sont nuls donc la famille est libre. Comme elle était génératrice, c’est une
base.

3. Puisque Z est une base de F + G alors la dimension de F + G est le nombre de vecteurs de la base Z:
dim(F +G) =k+/{+m.
Ork=dimFNG, ¢ =dimF —k, m =dimG — k, donc

dim(F +G) = dimF +dim G — dim(F N G).

Correction de I’exercice 7 A

1. G est engendré par deux vecteurs donc dimG < 2. Clairement v4 et v5 ne sont pas liés donc dimG > 2
c’est-a-dire dim G = 2.

2. F est engendré par trois vecteurs donc dimF < 3. Un calcul montre que la famille {v;,v,,v3} est libre,
d’ou dimF > 3 et donc dimF = 3.

3. Essayons d’abord d’estimer la dimension de F NG. D’une part FNG C G donc dim(F NG) < 2. Utilisons
d’autre part la formule dim(F + G) = dimF +dim G — dim(F N G). Comme F + G C R*, on a dim(F +
G) < 4 d’ou on tire I’inégalité¢ dim(F N G) > 1. Donc soit dim(F N G) = 1 ou bien dim(F N G) = 2.

Supposons que dim(F N G) soit égale a 2. Comme F NG C G on aurait dans ce cas F NG = G et donc
G C F. En particulier il existerait o, 3,y € R tels que v4 = avy + Bva + yv3. On vérifie aisément que ce
n’est pas le cas, ainsi dim(F NG) n’est pas égale a 2. On peut donc conclure dim(F NG) =1

4. Par la formule dim(F 4+ G) = dimF +dim G — dim(F N G), on obtient dim(F + G) =2+3— 1 =4. Cela
entraine F + G = R*,

Correction de I’exercice 8 A

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F un sous-espace vectoriel de E. Par 1’absurde supposons que
F ne soit pas de dimension finie, alors il existe vy,...,v,+1, n+ 1 vecteurs de F linéairement indépendants
dans F. Mais ils sont aussi linéairement indépendants dans £. Donc la dimension de E est au moins n + 1.
Contradiction.

Deux remarques :



* En fait on a méme montré que la dimension de F est plus petite que la dimension de E.

* On a utilisé le résultat suivant : si E admet une famille libre a k éléments alors la dimension de E est
plus grande que k (ou est infini). Ce résultat est une conséquence immédiate du théoreme de la base
incomplete.
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